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ine Elementarfläche ist von unendlich vielen Variablen
1—J abhängig; es hat deshalb seine Schwierigkeiten, Sätze 
über spezielle Flächen aus Sätzen über allgemeine Flächen 
derselben Ordnung abzuleiten; man ist wenigstens bis auf 
weiteres genötigt, independente Beweise zu führen. Im fol
genden werde ich die Fläche dritter Ordnung mit vier koni
schen Doppelpunkten behandeln, wobei sich ergibt, dass sich 
die independent geführten Beweise viel einfacher stellen als 
im allgemeinen Fall.

Wir setzen voraus, dass die Fläche eine Elementarfläche 
ist, dass sie also von jeder Ebene in einer Kurve dritter 
Ordnung ohne Winkelpunkte geschnitten wird, wobei selbst
verständlich nicht ausgeschlossen ist, dass sie zerfällt. Wir 
setzen ferner voraus, dass die Fläche keine Begelfläche ist; 
dann kann sie auch keine Doppelgerade enthalten, denn 
jede durch diese gehende Ebene würde die Fläche in noch 
einer Geraden schneiden.

Ein Doppelpunkt 0 einer Fläche soll ein solcher Punkt 
sein, in dem jede durch A gehende Gerade die Fläche in 
zwei zusammenfallenden Punkten schneidet. Ist die Fläche 
dritter Ordnung, wird eine durch 0 gehende Gerade ent
weder die Fläche in 0 berühren, oder sie in einem aus
serhalb 0 liegenden Punkt schneiden, oder auch auf der 
Fläche liegen.

Man bemerke nun erstens, dass eine Fläche F111 höch
stens vier getrennte konische Doppelpunkte 
haben kann.
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Es seien Ox, ()2, 03, 04 vier Doppelpunkte der Fläche. 
Jede Verbindungsgerade zweier dieser Punkte liegt auf der 
Fläche. Die Ebene ct4 = (O1O2O3) schneidet also in den 
drei Geraden 0102, OAO3, O2O3 und kann keinen Punkt 
ausserhalb dieser Geraden mit der Fläche gemein haben; 
insbesondere kann kein neuer Doppelpunkt in einer Seiten
fläche des Tetraeders (O1O2O3) = a4 liegen. Wäre nun 05 ein 
neuer Doppelpunkt, dann würde die Ebene a4 äusser den 
drei genannten Geraden noch den Schnittpunkt mit der 
Geraden 0t0r, mit der Fläche gemein haben, was ausge
schlossen ist.

Das Tetraeder O1O2O3O4 ist ein Haupttetraeder mit 
den Seitenflächen a4, a2, a3, a4, wo cCi = (O2O3O4) usw. In 
jedem anderen Punkt als 0x, O25 O3, 0, liegen die Tangen
ten in einer Ebene. (Voraussetzung).

Jede durch einen Doppelpunkt 0r gehende Ebene schnei
det in einer Elementarkurve dritter Ordnung, die in Or einen 
eigentlichen oder uneigentlichen Doppelpunkt hat. Die durch 
Or gehenden Ebenen, die in ()r einen eigentlichen Doppel
punkt haben, werden in der stetigen Fläche eine stetige 
Reihe bilden, und deshalb lullen die in 0r berührenden Ge
raden eine Kegelfläche zweiter Ordnung (xr).

Eine beliebige durch 0x02 gehende Ebene p schneidet 
die Fläche noch in einer Kurve zweiter Ordnung X2, die 
durch Oj, 02 und (p-O3O4) geht.1 Die Tangenten an X2 in 
0x und 02 sind die im allgemeinen von OXO2 verschiedenen 
Schnittgeraden von p mit den Kegelflächen (xx) und (x2). 
Nehmen wir nun eine durch OrO2 gehende Ebene p, die 
(Xx) der Geraden OXO2 entlang berührt. Die Kurve X2 wird 
dann durch Ox und 02 gehen und noch in Ox die Gerade 
OXO2 berühren, d. h. X2 wird sich in OXO2 und noch eine

1 Auch das eventuell zerfallene Gebilde nenne ich hier eine Kurve. 
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Gerade zerlegen. Aber dann muss die hervorgehobene Ebene 
p auch (x2) berühren d. h.:

Je zwei der in den Doppelpunkten berühren- 
d en Kegel fläch en, berühren längs der Verbindungs
geraden der Scheitel eine und dieselbe Ebene p.

Es soll nun eine unserer Aufgaben sein, die neuen d. h. 
die von den Kanten des Haupttetraeders verschiedenen 
Geraden der Fläche zu bestimmen. Dass neue Gerade vor
handen sind, wissen wir, denn in jeder der im vorigen 
Satz genannten Ebenen p liegt eine neue Gerade. Die 6 
Ebenen p brauchen aber nicht 6 neue Gerade zu geben; 
aber es ist ersichtlich, dass die Fläche mehr als eine 
neue Gerade haben muss, denn eine gemeinsame Gerade 
aller Ebenen p würde alle 6 Tetraederkanten schneiden, 
was unmöglich ist.

Weil keine neue Gerade eine Seitenfläche des Haupt
tetraeders ausserhalb der Seitenkanten schneiden darf, 
muss jede neue Gerade zwei Gegenkanten des Tetraeders 
schneiden.

Es werde O1O2 von einer neuen Geraden f geschnitten. 
Die Ebene (O1Oä />) muss dann eine der im vorigen Satz 
genannten Ebenen p sein. Jede andere durch OrO2 gehende 
Ebene schneidet nämlich äusser in OrO2 noch in einer durch 
Oj und O2 gehende Kurve X zweiter Ordnung, die in 
und in ()2 Gerade und a2 berühren, welche von 
verschieden sind. Weil aber einer obigen Bemerkung zu
folge X nicht in ax und a2 ausarten kann, wird X nur dann 
eine neue Gerade enthalten können, wenn sie in einer der 
oben genannten Ebenen p liegt.

Jede Kante des Haupttetraeders wird also von einer und 
nur einer neuen Geraden geschnitten, und weil Gegenkanten 
gleichzeitig geschnitten werden, hat die Fläche also drei 
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neue Gerade. Sind f und g zwei dieser Geraden, die ein
ander nicht schneidel, kann man durch einen beliebigen 
Doppelpunkt eine (nicht mit einer Tetraederkante zusammen
fallende) Gerade bestimmen, welche f und g in getrennten 
Punkten schneidet; weil dies ausgeschlossen ist, müssen 
die drei Geraden in einer Ebene liegen. Man hat also:

Eine Fläche dritter Ordnung mit vier Doppel
punkten hat äusser d e n V e r b i n d u n g s 1 i n i e n dieser 
Punkte drei andere Gerade. Diese liegen in einer 
Ebene und sind die Diagonalen in dem Vierseite, 
in welchem ihre Ebene von den Seitenebenen 
des Haupttetraeders geschnitten wird.

Wir wollen nun den geometrischen Umriss (höchstens 
vierter Ordnung) unserer Fläche F111 auf einer Ebene n aus 
einem Punkt der Fläche zu bestimmen suchen. Es braucht 
dieser Umriss U nicht aus jedem Punkt P der Fläche vor
handen zu sein, sicher aber doch, wenn P ein (nicht 
auf einer Geraden der Fläche liegender) hyper
bolischer Punkt ist. Legt man nämlich durch eine Haupt
tangente in P eine beliebige Schnittebene, wird P ein In
flexionspunkt der Schnittkurve sein, und aus P gehen dann 
Tangenten an dieselbe. Hyperbolische Punkte sind vor
handen, weil sich Inflexionspunkte auf jeder nicht durch 
eine Gerade der Fläche gehenden ebenen Schnittkurve vor
finden. Wir nehmen im Folgenden bis auf weiter es noch an, 
dass P nicht auf einer Geraden der Fläche liegt. Wir bemerken 
zuerst, dass U keine Spitzen haben kann, denn eine Haupt
tangente kann nur den Berührungspunkt mit der Fläche 
gemein haben. Ebensowenig kann der Umriss ausserhalb 
der Bilder 0/ . . . 0/ der Doppelpunkte der Fläche andere 
Doppelpunkte haben. Dagegen können selbstverständlich 
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0/ . . . 0/ eigentliche Doppelpunkte sein. Es wird 0r' ein 
eigentlicher Doppelpunkt sein, wenn P ausserhalb der in 
Or berührenden Kegelfläche (xr) liegt. Liegt P innerhalb 
derselben, gehört 0/ gar nicht dem Umriss an, soll aber 
als ein uneigentlicher Doppelpunkt bezeichnet werden, in
dem eine durch 0r' gehende und in n liegende Gerade 
höchstens zwei Punkte mit U gemein haben kann; aus 
einem Punkt P einer ebenen Kurve dritter Ordnung mit 
einem eigentlischen oder uneigentlischen Doppelpunt, gehen 
nämlich höchstens zwei ausserhalb P berührende Tangenten.

Wir bemerken noch, dass die Verbindungsgerade zweier 
Punkte O' z. B. 0r' Os äusser möglicherweise diesen Punkten 
keinen anderen Punkt mit U gemein haben kann. Die Ebene 
POrOs schneidet nämlich äusser in 0r0s nur noch in einer 
durch P gehenden Kurve zweiter Ordnung.

Endlich bemerken wir, dass aus 0r' keine ausserhalb 
0/ berührende Tangente an U gehen kann, denn sonst 
würde auch aus Or eine ausserhalb Or berührende Tangente 
an F111 gehen, was ausgeschlossen ist.

Man kann nun beweisen:
Der Umriss der Fläche aus einem Punkt der 

Fläche hat immer die Bilder der vier Doppel
punkte als eigentliche Doppelpunkte.

Nehmen wir an, 0r' sei ein eigentlicher Doppelpunkt. 
Wir können dann beweisen:

1) Eine Tangente an U in O'r kann nicht durch einen 
anderen Punkt 0' gehen,

2) Eine Tangente an U in 0'r kann dort nicht eine 
Wendetangente sein.

Die Tangenten in O'r sind nämlich die Spuren der zwei 
durch P gehenden Ebenen v, welche (xr) berühren. Diese 
können nur dann durch einen anderen Punkt 0' gehen, 
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wenn sie mit einer der früher genannten Ebenen p zusam
menfallen; aber dann müsste P gegen die Voraussetzung in 
einer Geraden der Fläche liegen.

Eine der oben genannten Ebenen v kann nicht ti in 
einer Wendetangente t schneiden, denn v schneidet F111 in 
einer Kurve b dritter Ordnung mit Spitze in ()r, und aus 
P geht an b eine Tangente, d. h. / würde ausserhalb 0/ noch 
einen Punkt mit U gemein haben, was aber nicht möglich 
ist, weil, wenn t eine Wendetangente in 0/ wäre, da schon 
vier Schnittpunkte mit U vereinigt sind.

Nehmen wir nun an, keine von den Punkten Or' und 
Os' seien eigentliche Doppelpunkte. Weil aus Or' keine 
Tangenten an U gehen, werden alle durch Or' gehenden und 
in Ti liegenden Geraden gleich viele Punkte mit U gemein 
haben. Die Gerade OrOs hat aber keine Punkte mit U 
gemein, d. h. die Kurve U könnte in diesem Fall garnicht 
vorhanden sein.

Ganz derselbe Schluss gilt noch, wenn 0/ aber nicht 
O's ein eigentlicher Doppelpunkt ist. Drehen wir nämlich 
in 7i eine Gerade l um O'r von einer in O'r berührenden 
Geraden t ausgehend. Weil t keine Wendetangente ist und 
aus (),■ keine Tangenten an U gehen, wird jede Gerade l 
in gleich vielen Punkten schneiden, — aber Or'Os hat aus
serhalb Or' keinen Punkt mit U gemein, wobei zu bemer
ken ist, dass kein neuer Schnittpunkt von U mil l in Or' 
fallen kann, wenn / mit O'rO's zusammenfällt, weil die letzt
genannte Gerade keine Tangente in O'r ist.

Aus alledem folgt, dass sämtliche Punkte 0/, O./, 0/, 0/ 
eigentliche Doppelpunkte des Umrisses sein müssen.

Jetzt kann man den Hauptsatz beweisen:
Jeder (existierende) Umriss der Fläche aus ei

nem Punkt der Fläche, der nicht in einer Geraden 



Die Elementarfläche 3. Ordn, mit 4 Doppelpunkten. 9

der Fläche liegt, ist aus zwei Ovalen zusammen
gesetzt.

Erstens sieht man, dass U nicht aus einem einzelnen 
geschlossenen Zweig bestehen kann. Es folgt dies aus einem 
Satz, den ich früher bewiesen habe,1 nämlich dass ein 
Zweig vierter Ordnung mit Doppelpunkten, aus denen keine 
Tangenten des Zweiges ausgehen (die nicht in den betref
fenden Doppelpunkten berühren) und deren Doppelpunkts
tangenten nicht Wendetangenten sind, notwendigerweise 
eine unpaare Zahl von Doppelpunkten haben muss — 
während hier vier nachgewiesen worden sind.

Der Umriss U ist also aus mehreren Zweigen zusammen
gesetzt. Diese müssen alle paar sein. Nehmen wir 
nämlich an, Zweige a, ß, . . . von U seien unpaarer also 
dritter Ordnung. Diese können sich nur in den Punkten 0' 
schneiden. Weil aber aus keinem Punkt O' Tangenten gehen, 
die nicht in demselben Punkt berühren, müsste jede der 
Kurven a, ß . . . in einem der Punkte O' einen Doppelpunkt 
haben, was unmöglich ist, weil die Verbindungsgerade zweier 
Punkte O' dann mehr als vier Punkte mit U gemein 
haben würde.

Es sei nun a ein paarer Zweig von U, und nehmen wir 
an, diese hat in 0/ einen Doppelpunkt. Weil aus 0/ keine 
ausserhalb 0/ berührende Tangente geht (eine in 0/ be
rührende Wendetangente mit eingeschlossen), hat jede in 
liegende durch 0/ gehende und nicht in diesem Punkt 
berührende Gerade äusser Or' zwei Punkte mit a gemein. 
Es würde also U in diesem Falle keinen anderen Zweig 
als a enthalten können, was dem Obigen widerspricht. Die 
paaren Zweige sind also doppelpunktfrei.

1 Siehe »Einleitung in die Theorie der ebenen Elementarkurven 
dritter und vierter Ordnung«; Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter. 7. 
XI. 2. 1914. pg. 149.
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Durch einen Doppelpunkt z. B. 0' gehen also zwei 
Zweige, und jede durch ()' gehende in n liegende und dort 
nicht berührende Gerade schneidet äusser zweimal in 0/jeden 
dieser Zweige noch einmal. Es kann deshalb U keinen 
dritten Zweig enthalten, und derselbe muss aus zwei Zweigen 
zusammengesetzt sein, die einander in O2' ()./ 0^ schneiden.

Der Umriss U unserer Fläche hat als Doppeltangente 
sicher die Spur S der in P berührenden Ebene, weil P ein 
nicht auf einer Geraden der Fläche liegender hyperbolischer 
Punkt ist. Als weitere Doppeltangenten können noch die 
Bilder der drei neuen Geraden der Fläche auftreten, aber 
andere sind jedenfalls nicht möglich.

Zwei paare Zweige einer Kurve vierter Ordnung, die 
einander in vier Punkten schneiden, haben nun vier oder 
auch keine Tangenten miteinander gemein.1 Wenn also 5 
keine a und ß gemeinsame Tangente wäre, sondern z. B. 
a zweimal berührte, dann würden a und ß keine Tangen
ten miteinander gemein haben können. Das ist aber un
möglich. Haben nämlich a und ß keine Tangenten mitein
ander gemein, dann muss, weil sie auch ohne Spitzen sind, 
jede Tangente an a den anderen Zweig ß in gleichvielen 
Punkten schneiden, und hier in zwei, wie man es sieht, 
wenn man die Tangente an a in einem Schnittpunkt mit ß 
betrachtet. Es kann deshalb a und ebenso ß keine Doppel
tangente haben, weil eine solche mehr als vier Punkte mit 
a 4- ß gemein haben würde.

Es hat also U keine andere Doppeltangenten als die 
vier a und ß gemeinsamen Tangenten. Jeder der Zweige a 
und ß ist deshalb entweder vierter oder auch zweiter Ord
nung ohne Spitzen, ohne Doppelpunkte und ohne Doppel
tangenten. Eine solche Kurve muss aber zweiter Ordnung sein.

1 Siehe die vorherstende Note Seite 9.
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Wir wollen noch den Fall in Betracht ziehen, dass P 
auf einer der neuen Geraden der Fläche liegt. Der früheren 
Bestimmung einer solchen Geraden f zufolge schneidet die
selbe zwei Gegenkanten des Haupttetraeders, und die Ebe
nen, welche f mit diesen Kanten verbinden, sind zwei der 
früheren Ebenen u, welche die Fläche den zwei genannten 
Kanten entlang berühren.

Der Umriss besteht also in diesem Falle aus 
zwei Geraden und eventuel noch einer Kurve 
zweiter O r d n u n g.

Wir wollen noch beweisen, dass ein Umriss 
nicht vorhanden ist, wenn das Projektionscen
trum Pin einem elliptischen Punkt der Fläche 
gewählt wird.

Dass P ein hyperbolischer Punkt ist, wurde nämlich 
nur im letzten Teil des Beweises benutzt. Es gilt ganz 
allgemein, dass wenn der Umriss aus einem Punkt der 
Fläche vorhanden ist, dann muss derselbe aus zwei sich 
in den Punkten O\ . . . 0/ schneidenden Zweigen zu
sammengesetzt sein. Wenn aber P ein elliptischer Punkt 
ist, dann ist die Spur S der in P berührenden Ebene keine 
Doppeltangente von U. Die Zweige a und ß können dann 
keine Tangenten miteinander gemein haben. Hieraus folgt, 
wie schon oben bemerkt, dass jede Tangente von a zwei 
Punkte mit ß, und jede Tangente von ß zwei Punkte mit 
a gemein haben muss. Aber daraus folgt, dass a und ß 
keine Doppeltangenten haben können, und ausserdem noch, 
dass jede Gerade l in der Ebene von U wenigstens zwei 
Punkte mit (7= ct-|-ß gemein hat; eine Änderung in der 
Zahl der Schnittpunkte von l mit U kann nämlich nur beim 
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Überschreiten einer Tangente von U stattfinden, indem a 
und ß ohne Spitzen sind.

Legen wir nun durch P und eine neue Gerade f der 
Fläche eine Ebene. Diese schneidet Fn/ äusser in f noch in 
einer Kurve zweiter Ordnung; wenn diese zwei Punkte mit 
f gemein hat, dann ist das Bild f von f eine Doppeltan
gente des Umrisses; sonst hat f keinen Punkt mit dem Um
riss gemein. Hier ist aber dem Obigen zufolge f keine 
Doppeltangente, und f hat also keinen Punkt mit U gemein. 
Dies gibt aber einen Widerspruch, so dass ein Umriss aus 
einem elliptischen Punkt garnicht existieren kann.

Es ist jetzt möglich, aus der Definition der Fläche allein 
sich ein typisches Bild der Fläche vorzustellen. Man kann 
nämlich durch eine kollineare Transformation immer die 
Ebene, welche die neuen Geraden der Fläche enthält, ins Un
endliche projicieren. Dann schneidet, wie leicht zu sehen, 
jede Kegelfläche (x) diejenige Seitenfläche des Haupttetra
eders, welche nicht durch den Scheitel des Kegels geht, in 
einer Ellipse. Aus Punkten der Fläche, welche innerhalb 
des Tetraeders liegen, können deshalb keine berührenden 
Ebenen an die Kegel flächen (x) gehen, und diese Punkte 
müssen deshalb alle elliptisch sein. Dagegen werden alle 
Punkte der Fläche ausserhalb des Tetraeders hyperbolisch 
sein, und die Fläche erstreckt sich ins Unendliche.

Die Fläche hat keine anderen parabolischen Punkte als 
die Doppelpunkte. Weil nämlich kein Umriss aus einem 
Punkt der Fläche Wendepunkte hat, wird überhaupt kein 
Umriss Wendepunkte haben können.

Forelagt paa Mødet den 27. Febr. 1920. 
Færdig fra Trykkeriet den 27. Nov. 1920.
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